
Cake Cutting is Not a Piece of 
Cake

Malik Magdon-Ismail
Costas Busch
M. S. Krishnamoorthy 

Rensselaer Polytechnic Institute



�����������	
�����������
�

�����������	 � 	� 
����
�

N

N
1



������
����������	����	���������

��
�����������������	������������

������������

����
������

�
���������

��	�����

��������



������������

����
������

�
���������

��	�����

� �
���!������� �
�!�������

"���# "���#



������������

����
������

�
���������

��	�����

� �
�
�!������� ���!�������

 �����#  �����#



������
����������	���
������
�����

$ ��
���	#����������������������
���������

$����%������	��
�����
�������	�
������

$�������������
�������	���
����
�



�������
�&��		����'��
��	����

$(�����#��
��������������	��	�����
�

$������������	�����	������
�������

	
���������� 	��� 
��	�����
�N/1

$�������
��	����
���!	������	
�
�
�

	�������!�������������



�
���������������	����
�
����
��	
�������

	�����
�������#���	�����������������������	��

N
)log( NNO

)	�����
	�
�
��������������
���		��

	�����������������������������	�)log( NNO

(	������� *+,-� .������
�����
�������������
�/



0����
��	��	�����������������������	��������1�����

�
��	����
��
�������������
�����
��	����

)log( NNΩ

$�������'��
��	���

$2�������'��
��	���

3���#����
��	���4

3����
�
������
��	���4


�����	���
����	�



0����
��	��	�����������������	��������1�����

�
����������������
�����#&���� ���
��	����

)( 2NΩ

����������������������	���
���

	����	���
	���������


�����	���
����	�



��
����		����'��
��	���

2
����%
�����
���������'��
��	���

2
����%
�����
��2�������'��
��	���

2
����%
�����
�����#&�����'��
��	���

�
������
��

���
�5�	����



��
�


����



��
�


���� ��	



 	���	#�����	�
���
������� iu

1

1

x

)(xf

��
�

0



1

1

1x

)( 1xf

��
�

0

6�����
�������� )( 1xf



��
�

1

1

0 1x 2x

)( 1xf
)( 2xf

6�����
�������� )()( 12 xfxf −



��
�

10 x

)(xf ′

 	���	#�7����	#�����	�
���
������� iu



.)���	�#
����

��/

(	���*�  ����*���	���	� 2/1

(	���8�  ����8���

�����������



.)���	�#
����

��/

(	���*�  ����*���	���	� 2/1

)(1 xf ′



.)���	�#
����

��/

)(2 xf ′

(	���8�  ����8���

�����������

 ����8



.)���	�#
����

��/

 ����8 ����*

%
	����������	��	�����	���������
��	�����
��2/1

%
	����������#



'��
��	�� A

N �����

������*� ������������	���	
N
1



'��
��	�� A

N �����

������*� ������������	���	
N
1



'��
��	�� A

N �����

������*� 9����	������	�
�	�������	
�	��

������	��������

iu



'��
��	�� A

1−N �����

������8� ������������	���	
1

1
−N

iu



'��
��	�� A

1−N �����

������8� ������������	���	
1

1
−N

iu



'��
��	�� A

1−N �����

������8�

iu

9����	������	�
�	�������	
�	��

������	��������

ju



'��
��	�� A

2−N �����

������:� ������������	���	
2

1
−N

iu ju

'����
�
�;



'��
��	�� A

�
	����������
�����������

iu ju ku

1−N

�
	����������
����	��

)(1)2()1( 2NONNN =++−+−+ �



'��
��	�� B

N �����

������*� ������������	���	
2
1



'��
��	�� B

N �����

������*� ������������	���	
2
1



'��
��	�� B

�����

������*� ��������������	

2
N

�����
2
N



'��
��	�� B

2
N
�����

������8� ������������	���	
2
1



'��
��	�� B

2
N
�����

������8� ������������	���	
2
1



'��
��	�� B

4
N

������8� ��������������	

4
N

�����



'��
��	�� B

4
N
�����

������:� ������������	���	
2
1

'����
�
�;



'��
��	�� B

�������
��<�

iu

1 ����

���������������������	��������



'��
��	�� B

�
	����������
�����������

iu ju ku

Nlog

�
	����������
����	��

)log(

log

NNONNNN

N

=++++
��� ���� ��

�



��
����		����'��
��	���

2
����%
�����
���������'��
��	���

2
����%
�����
��2�������'��
��	���

2
����%
�����
�����#&�����'��
��	���

�
������
��

���
�5�	����



����������
��	��� �
����	��
����

��1������
��������

'	������������

������������	�������������������

����������������
���������

'��������#�������������

�������������#������



5������	�
�� '��
��	����������������������

��������

A B



0����
�� )log( NNΩ ��	��������1�����

	
���������
��	�����������������



������*� ������������	�����
�����

	
��
�����	�


iu

ir
ju

jr
ku

kr

* * * *

lu

lr



iu

ir
ju

jr
ku
kr

����������	��	���	#�����	�
��

�����	��	�	�����	��
������

lu

lr

*



������8� ������������	�����
�����

	
��
�����	�


iu
'ir

ju
'jr

ku
'kr

8 8 8 8

lu
'lr

*



iu ju ku

����������	��	���	#�����	�
��

�����	��	�	�����	����������������
������

lu

*8 8

'ir 'jr 'kr 'lr



*8 8

������:�

: : : :

�������
���������

�	��
�	������
�����

'����
�
�;



������
� <������
����������	��
�	� k2



�
��������������N

���������	�����	���������������N

���������	�����	�����������������������Nlog



�����  ����

1 N

������ ��	�

2 N

2 2−N 4 2−N

3���4 3���4 3���4

3 4−N 8 4−N

1log +N 0 N2 0

;; ;; ;; ;;

�
	�����	�� )log( NNΩ



��
����		����'��
��	���

2
����%
�����
���������'��
��	���

2
����%
�����
��2�������'��
��	���

2
����%
�����
�����#&�����'��
��	���

�
������
��

���
�5�	����



1c2c 3c 4c

***==**=*===2������

����������������������2����������
��	����



1c2c 3c 4c

***==**=*===2������

1c

2c

3c

4c
= *

= * = *

= *
==

=*= =**

*= **

2�������������



{}

{}



1c

1c
= *

= *

= *



1c

1c
= *

==

*

== *=*

2c
= *

=*

2c



1c

1c
= *

==

*

== *

2c
= *

2c

=**=*=

3c

= *

=*= =**

3c



1c2c 3c 4c

***==**=*===

1c

2c
= *

= * = *

= *
==

=*= =**

*= **

4c

3c



***==**=*===

(
�	����2�����

 ���������������������������	���#�
�����

1p 2p 3p 4p 5p

1p2p3p 4p5p

0���
������
��	
��
�	�	����������

1p 2p 3p 4p 5p



***==**=*===

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

2����������������	
��
�	�	���������

1p2p3p 4p5p



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

1p2p3p 4p5p

<
�����>��	���������



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

= * 8 : , ? @ A

1p2p3p 4p5p

cuts#2



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

= * 8 : , ? @ A

1p2p

3p

4p5p

=**



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

= * 8 : , ? @ A

1p

2p 3p

4p5p

=**=*=



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

= * 8 : , ? @ A

1p

2p 3p

4p

5p

=**=*= **=



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

= * 8 : , ? @ A

1p 2p 3p

4p

5p

=**=*= **====



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

= * 8 : , ? @ A

1p 2p 3p 4p 5p

=**=*= **==== *==

2���������������������
������B



**=*===**=*====

(
�	����2�����

1p 2p 3p 4p 5p

= * 8 : , ? @ A

1p 2p 3p 4p 5p

=**=*= **==== *==

������������ )(#cutsO



�������#&��������C�

�
������
�&�
���������
��	����

)(#cutsOD�1����� �
������
��

3������������������������
�	����������4



�
�E��	���� '�� 
�
������
��	��������

�������#&��������

C��
������
�&�
�����

5������	�
�� '��
��	����������������������

�������#&��������C�

�
������
�&�
������

A B



0���������
��	��	������������������������	�

������������
��

�������#&��������C��
������
�&�
�����

���
��	���

)log( NNΩ



N ���	���	��
��	������	������ Nxxx ,,, 21 �

ijk xxx >>> �(
�	���
�����

D����	�
��
��(
�	����	
���
����		���

)���	�

5�	��	�

 ���������
�&��		�������
��	��



1f 2f Nf

N ���	���	��
��	������	������ Nxxx ,,, 21 �

�	���	#�����	�
���

������ 1u 2u Nu

�

�

N

N



10

if ′

ixN

1

iu

��
�

),1min()( zNzf ix
i =



10
iuif ′

ju

ku
ijk xxx >>

ixN

1
jx

N

1
kxN

1

jf ′

jf ′

��
�



10

ik xx >

iu

ku

��
�



��
�

10

iu

iu

N
1

ku ����
	 �����	������B
ku

ik xx >



10
iu

ku ���������	������B

iuku

ku

ik xx >

ipkp

ik pp <



��
�

iujuku

kp jp ip

D���	�
�	��
��	�����������������

ijk xxx >>> �

ijk ppp <<< �

������



iujuku

kp

ijk xxx >>> �

2������ kl jl il

ijk lll <<< �(
�	����������

(
�	����������

(
�	�����	������

ijk ppp <<< �

jp ip



�������
�&��		���

(
�	���



(
�	������	������ )log( NNΩ �
������
��

��
����		���� )log( NNΩ �
������
��



2������#&��������C�

�
������
�&�
���������
��	����

)(#cutsOD�1�������������������������
������
��

)log( NNΩ �
������
��

)log( NNΩ ��	�

��1����



��
����		����'��
��	���

2
����%
�����
���������'��
��	���

2
����%
�����
��2�������'��
��	���

2
����%
�����
�����#&�����'��
��	���

�
������
��

���
�5�	����



���#&����� ����������������������	���	�����	�

�����������	���
	���������

6����	�
���
���������
�&7�����
�

(	�
������#&�����

����������������������	���	���	�#��
���

�����	���
	���������



(��������#&�����

'������������������	����������
�	�
�F

��������#�
	�����������	�������	��������



2
����%
����

(	�
������#&�����

(��������#&�����

)086.0( 2N⋅Ω ��	�

)25.0( 2N⋅Ω ��	�



10

iu

if ′

(	�
������#&����F�2
����%
���



10

ku

kf ′

(	�
������#&����F�2
����%
���



10

ku

(	�
������#&����F�2
����%
���

iu ju



10

ku

(	�
������#&����F�2
����%
���

iu

ku

ku �������	B



10

ku

(	�
������#&����F�2
����%
���

iu

ku

ku �������#B



(	�
������#&����F�2
����%
���

���	���	�����������
�������


��	���
	��������!�����

10

ku iu ju

ku

ku



(	�
������#&����F�2
����%
���

'��������������������������	���	��������)(NΩ

�
	����������
����	�� )( 2NΩ

�
	����������
��������� )( 2NΩ



��
����		����'��
��	���

2
����%
�����
���������'��
��	���

2
����%
�����
��2�������'��
��	���

2
����%
�����
�����#&�����'��
��	���

�
������
��

���
�5�	����



0��������	��������
�����
����

�
������������������
��

�������
�&��		�������
��	���



5������
������

$��
���
�������
���	��	�����#����
��	���

����������#&�������������
��G&�
�����

$'������
�����
�����
�����
�

���#&��������
��	����


